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Arvores

Estruturas de Dados Hierarquicas




O que sao Arvores?

= Definicao Exemplo de arvore

Arvores s3o estruturas de dados n3o lineares e versateis
que proporcionam acesso rapido aos dados. A diferenca
fundamental em relacdo a vetores, listas, filas e pilhas é
que arvores s3o hierarquicas.

= Elementos basicos e e
@ No6s (ou nodos) — armazenam as informagdes Q G @ e

folha folha

raiz

A

@® Arestas — relacionamentos entre os noés

= Aplicacoes Linear vs. Hierarquico

Bancos de dados, sistemas de arquivos, motores de @@

busca, redes sociais, heranca em OO, HTML /XML, lista (linear)
compiladores.
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Aplicacoes de Arvores

= Sistema de Arquivos | = Hierarquia Organizacional

Arestas representam graus de  Pastas contem arquivos e Arestas representam subordinacio.
amizade ou seguimento. outras pastas.

CEO
Ana ’
//h,,, \ \/ ) a @

ONNC) = O @
clolc
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Terminologia

Raiz, Folhas, Galhos e mais




Terminologia — Parte 1

= N6 Raiz
No inicio de toda arvore. Unico né sem pai. A
busca sempre comeca nele.

s Subarvores

O né raiz (e qualquer outro n6) pode ter
subarvores conectadas. Ao remover a raiz,
obtém-se uma floresta.

= Nos Pai e Filho

Noés superiores que geram outros sdo pais; 0s
gerados sao filhos. Um né pode ter varios
filhos, mas apenas um pai.

No6s sem filhos. Representam o fim de um
galho. Grau = 0.
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raiz
1 é pai
de2e3
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folha folha

. raiz Q galho O folha
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Terminologia — Parte 2
- Ancestral e Descendente = Nivel .}

Ancestral: né superior A que se conecta a B por
uma sequéncia de arestas. A é ancestral de B.

Fatia horizontal da arvore. A raiz esta no nivel
0; seus filhos no nivel 1, e assim por diante. Nivel
= profundidade.

Descendente: o inverso — B é descendente de A.

Todo né é ancestral e descendente de si mesmo. _
» Nivel mais alto existente na arvore. Distancia
da raiz até a folha mais distante. Arvore com
Grau maximo entre todos os nés. Define o apenas a raiz tem altura 0.
nimero maximo de filhos por né.

Arvore bindria = ordem 2. = Grau de um Noé

Quantidade de filhos diretos do né. Nés folha
tém grau 0.

= Caminho

Sequéncia tnica de arestas que liga dois n6és. Em

uma arvore, existe exatamente um caminho entre s Profundidade

quaisquer dois nds. Distancia de um né até a raiz (contando
arestas). Raiz tem profundidade 0.
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Niveis, Altura e Profundidade — Visualizacao

nivel 0 /o\
s Leitura da arvore

nivett B Nivel 0: A (raiz)
Nivel 1: B, C
el D E W, G Nivel 2: D.EF G
L . @ G\ Nivel 3: H, I, J (folhas)
N4 Altura: 3
- Prof.(D): 2
= Caminho A a | ProfEH; 3
rof.(H):
A_>B__>D__>l Grau de B: 2
Comprimento: 3 arestas G de G 1
rau de G:
= Ancestrais de J Ordem: 2

G, C, A (raiz)
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Propriedades Especiais

Floresta, Grau e Ordem




Floresta, Grau e Ordem

Conjunto de zero ou mais arvores com nds dis- grau 2

tintos. Ao remover a raiz de uma arvore, sua
subarvores formam uma floresta.

,,,,,,,,,,,,, Floresta
I
. @
I
I
: arvore 3
@ ©
|
! arvore 1 arvore 2
l
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Grau de R:

Grau de B:

Graude C, D, E, F:
Ordem:

grau 0

(méximo)

2
3
0
3

— e e e — =
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Estrutura Completa de uma Arvore — Referencia Visual

Arvore com todos os elementos rotulados

raiz

nivel 0

- @ 9
/ \- -_._:’ / \ > altura = 3

nivel 2 c - Bro'f(:x)—:z @ @
folha folha
folha folha folha
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Niveis e Profundidade — Comparacao

s Profundidade vs. Altura

Profundidade e uma propriedade do né: dis- p=0, h=3

tancia da raiz até esse no.

z . . p=1, h=0
Altura é uma propriedade da arvore (ou de um
nd): distdncia do né até a folha mais distante e p=1, h=2 @

em sua subdrvore.

Altura da arvore = profundidade méxima. p=2, h=1 Q @ p=2, h=0
= Exemplos numéricos ‘
—_— ° p=3, h=0

No6 Profundidade Altura do no
p=3, h=0
A (raiz) 3
B 1 2
D 2 1 p = profundidade, h = altura do né
H 3 0
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Representacao em C

Struct e operacdes basicas




Representacao de Arvore em

typedef struct No{

int conteudo;
int numFilhos; = Representacao
struct No **filhos; d

} Noj; Cada né armazena um array de ponteiros
No* criarNo(int val, int maxFilhos){ para seus filhos. O tamanho do array de-

No *novo = (Nox*) malloc(sizeof (No)); de d d da 3
OT® =S N EETEE = waills pende da oraem da arvore.

novo->numFilhos 0;
WETE =i 1 lhew= N6 com 3 filhos
(No**)malloc (maxFilhos*sizeof (Nox*)) ;
for(int i=0; i<maxFilhos; i++) ‘ valor ‘—?‘%»‘ﬁ‘
novo->filhos [i]=NULL;
return novo;

}

void addFilho(No *pai, No *filho,int pos) { @ @
pai->filhos[pos] = filho;

pai->numFilhos++;
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Percurso em arvore — Pré-ordem e Pods-ordem

Pré-ordem (raiz, esquerda, direita) Pés-ordem (filhos, raiz)

void preOrdem(No *no) { void posOrdem(No *no) {
if (no == NULL) return; if (no == NULL) return;
printf ("%d ", no->conteudo) ; for (int i=0; i<no->numFilhos; i++)

for (int i = 0; i < no->numFilhos; posOrdem(no->filhos[i]);
i++) printf ("%d ",no->conteudo);
preOrdem(no->filhos[i]) ;}

Arvore de exemplo e ordens de percurso

Pré-ordem: 1245367
Pés-ordem: 45267 31
@ @ @ @ Nivel (BFS): 1234567
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Altura e Contagem de Noés

Calcular altura da arvore

int altura(No *no){

if (no == NULL) return -1;

if (no->numFilhos == 0) return O;

int maxAltura = -1;

for(int i=0; i<no->numFilhos; i++){
int h = altura(no->filhos[i]);
if (h>maxAltura) maxAltura=h;

¥

return maxAltura + 1;
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Contar nos totais

int contarNos (No *no){
if (no == NULL) return O0;
int total = 1;
for (int i=0; i<no->numFilhos; i++)
total += contarNos(no->filhos[i]) ;
return total;

}

int contarFolhas(No *mno) {

if (no == NULL) return O0;
if (no->numFilhos == 0) return 1;
int total = O0;
for (int i=0;
total +=
return total;

i<no->numFilhos; i++)
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contarFolhas (no->filhos[i]);



Tipos de Arvores
Binaria, AVL, B, B+ e mais




Principais Tipos de Arvores

+ Arvore AVL

Cada n6 tem ,no maximo, 2 filhos (esquerdo e BST auto-balanceada: altura das As
direito). Base para BST, AVL, Red-Black. subarvores de qualquer n6 diferem em, no
maximo, 1.

Garante O(log n) mesmo no pior caso.

= Arvore Binaria de Busca (BST)

Arvore binéria onde: s Red-Black Tree

filho esquerda < pai < filho direita BST balanceada usada em std: :map do C++
Busca em O(h)

e TreeMap do Java.

Altura < 2log,(n+1).
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Principais Tipos de Arvores

+ Trie (Arvore de Prefixos)

Arvore balanceada de ordem t > 2. Cada né tem

até 2t — 1 chaves. Projetada para disco.
O(log, n).

encadeadas. Usada em SGBDs. Arvore binaria completa onde o pai é sempre >
Excelente para consultas de intervalo. (max-heap) ou < (min-heap) que os filhos.
Base do Heap Sort.

Cada aresta representa um caractere. Busca de
palavras em O(|palavral).

Usada em corretores ortograficos e em
autocompletar.
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Comparacao Visual dos Tipos

Mesmos dados {10,5,15,3,8,12,20} em diferentes estruturas

BST BST degenerada AVL

o e o

@@0 o (1)) @ @@ @@

altura=2, balanceada altura=2, sempre balanceada
10
©
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altura=4, como listal!



Exercicios

Pratique com Arvores




Exercicio 1 — Identificacao de Elementos

= Enunciado

Para a arvore ao lado, identifique:

@ Qual é a raiz?

® Quais sdo as folhas?

©® Qual é a altura da arvore?

@ Qual é a profundidade do né F?
® Qual é o grau do né B?

® Qual é a ordem da arvore?

@ Liste todos os ancestrais de K.

® Qual é o caminho da raiz até M?
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Exercicio 2 — Percursos

= Enunciado

Para a arvore ao lado, escreva a sequéncia de

nos visitados em:

@ Pré-ordem (raiz, esquerda, direita)

@ Pés-ordem (esquerda, direita, raiz) /o\

© Percurso por nivel (BFS: nivel 0, 1, 2, ...) @ @
Além disso: qual é a altura da 4rvore? Quantos @/ \@ @ @

nés possui? Quantas folhas? )

\
= Gabarito @

Pré: 124895367
P6s: 894526731
BFS:123456789

Altura: 3, Nés: 9, Folhas: 5
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Exercicio 3 — Construcao

Desenhe uma arvore que satisfaca TODAS as Pré: ABDECFG

seguintes condicdes simultaneamente: 10 nds Péss DEBFGCA

no total, Altura = 3, Ordem = 3, exatamente 5 Raiz = A

folhas e a raiz tem exatamente 2 filhos. Subérvore esquerda com raiz B: {D,E} abaixo

Subarvore direita com raiz C: {F,G} abaixo

Dado o seguinte percurso em pré-ordem:
ABDECFG

e em pds-ordem: e
DEBFGCA
Reconstrua a arvore original. (dica: em @ @ @ @

pré-ordem, o primeiro elemento é sempre a raiz)
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Exercicio 4 — Implementacao

Complete as func¢des abaixo. Use a struct if (no == NULL) return O;
definido anteriormente. if (no->conteudo == val)
return 8
for (int i=0; i < no->numFilhos;
i++) {
if (eFolha(no->filhos[i],
int buscarProf (No *no, int val, int val))
prof) { return 1;
if (no == NULL) return 3 }
if (no->conteudo == val) return O;
return g
for (int i=0; i < no->numFilhos; i
++) {
int r = buscarProf (
no->filhos[i], val,
) §
if (r != -1) return r;
}

return -1;
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Exercicio 4 — Implementacao

= Gabarito

Chamada de exemplo:
Para a arvore da aula:
buscarProf (raiz, D,0) = 2
buscarProf (raiz, A,0) = 0
buscarProf (raiz, Z,0) = —
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Prof.

Implemente
imprime a sequéncia de nés do caminho da
raiz até o né com valor [EEa.
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Fim
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