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Arvores Binarias

Ordem 2 — no maximo dois filhos por né




O que é uma Arvore Binaria?

= Definicao

Arvore em que cada né pode ter zero, um ou dois
filhos (filho esquerdo e filho direito). Cada né arma-
zena um valor e dois ponteiros: left e right.

= Estrutura recursiva

Uma arvore binaria é:
® Vazia (NULL); ou

® Um né raiz com dois ponteiros para subarvore
esquerda e subarvore direita (cada uma
também é uma éarvore binaria)

= Vantagem sobre vetores/listas

Busca em O(log N) — cada comparacdo elimina
metade dos elementos restantes.
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trutura do N6 em C

no.h — Definicdo da struct

Raiz da arvore
typedef struct no {

int valor;

struct no *left;

struct no *right;
} No;

Né interno

Né folha (sem filhos)
Né recém-inserido

No *novoNo (int v) { Né sendo removido
No *n = malloc(sizeof (No));
n->valor = v;

n->left = NULL;

n->right = NULL;

return n;

Memoéria: cada né ocupa
sizeof (int) + 2Esizeof (Nox)
= 4 + 16 = 20 bytes (64 bits).

ED - ESP412 Prof. Ana Carolina Sokolonski 5 /38



Altura da Arvore Binaria

O tempo maximo de busca




Altura, Nivel e Profundidade

= Nivel (ou profundidade)

Posicdo de um né na hierarquia.
Raiz = nivel 0.
Filhos da raiz = nivel 1. Etc.

s Altura de um né

Ndmero de arestas no maior caminho entre esse

né e um né-folha descendente.
Folha tem altura 0.

= Altura da arvore

Altura da raiz = altura da arvore.

Arvore vazia: altura = —1.
Uma arvore com N nés tem altura
minima = |log, N| (balanceada).
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nivel 0

altura = 2

nivel 1

Arvore balanceada com 7 nés:
|logy 7| = 2 arestas = busca em no méaximo 3

comparagdes.
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Calculando a Altura Recursivamente

Rastreio na arvore de exemplo:

[altura(24) — 7 j
altura.c
[ altura(15) — 1 ]
[ altura(35) — 1 j
int altura(No *raiz) {
if (raiz == NULL) altura(9), altura(20),
return -1; ...—0
int h_esq = altura(raiz->left); i
int h_dir = altura(raiz->right); [ resultado: 2 j

if (h_esq > h_dir)
return h_esq + 1;
return h_dir + 1;

Visita cada n6 exatamente uma vez:

T(n) = O(n), S(n) = O(h) (pilha).
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Arvore Binaria de Busca (ABB)

Propriedade de ordenacao




Propriedade da ABB

= Invariante fundamental

Para todo n6 N da arvore:

z < 24 > 24
® Todo valor na subarvore esquerda < N.valor
® Todo valor na subarvore direita > N.valor @ @

® (sem duplicatas, por convenc3o) o @ @

= Busca em O(log N)

esquerda < pai < direita

A cada passo, descartamos metade da arvore. Para Em-ordem (E—R—D) produz
N = 1.000.000 elementos: a sequéncia ordenada:

vetor ndo-ord.: O(N) = 105 passos 9,15,20,24, 32,35, 39

ABB balanceada: O(log N) = 20 passos
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Busca na ABB

buscar.c

No *buscar (No *raiz, int val) {
if (raiz == NULL)
return NULL;
if (val ==
return raiz;
if (val < raiz->valor)
return buscar(raiz->left,val);
return buscar (raiz->right,val);

}

raiz->valor)
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Rastreio: buscar 32 na arvore

(2] @
OIOIONO)

achou!

Comparou apenas 3 nés
de um total de 7. O(log7) = 2,8.
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Insercao Ordenada
Mantendo a propriedade da ABB




Insercao na ABB — Algoritmo

inserir.c

No *inserir(No *raiz, int val) {
if (raiz == NULL)
return novoNo(val);
if (val < raiz->valor)
raiz->left =
inserir(raiz->left, val);
else if (val > raiz->valor)
raiz->right =
inserir (raiz->right, val);

return raiz;

}

Menor — esquerda. Maior — direita.
Repete até NULL => cria folha.
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Inserindo 28 na arvore:
24

O
@

novo! (28

Cada inser¢do leva O(h) passos.
h = O(log N) se a arvore estiver balanceada.
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Insercao — Sequéncia Passo a Passo

Inserindo a sequéncia 24, 15, 35, 9, 20, 32, 39 em ordem:
©o 678 0" o
- @ e @ e W e W
passo 2 passo 3 9/ @ \‘20 @ @32/ 2

passo 4 passo 5 passos 6—7
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Remocao

Trés casos possiveis




Remocao — Os 3 Casos

= Caso 1: N6 folha = Caso 2: Um filho = Caso 3: Dois filhos

Sem filhos: aponta o ponteiro O pai do né removido passa a Substitui pelo maior da

do pai para e libera o apontar diretamente para o subarvore esquerda

né com free(). tnico filho do né removido. (predecessora) ou pelo menor
da subarvore direita
(sucessora).
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Remocao — Caso 1: N6 Folha

Remover o né 20 (folha) da arvore

X remover 30 q
(0) (a5 NULL 45)
@ @ pai.left = NULL @ @

antes depois
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Remocao — Caso 2: Um Filho

Remover o né 45 (um filho: 40) da arvore

30
X remover promovido
@ () 0

@ free (45)
NULL

antes depois
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Remocdao — Caso 3: Dois Filhos (via sucessor)

Remover o né 30 (dois filhos) — substituir pelo menor da subarvore direita (sucessor
in-ordem)

X remover 50 v A
,//77\\

\

35
sucessor!

antes depois

substitui
—_—

Observacdo importante

O sucessor in-ordem (o menor da subarvore direita) tem, no maximo, um filho a direita. Portanto, sua
prépria remoc3o se enquadra no Caso 1 ou no Caso 2. A propriedade da ABB é preservada.
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Remocao — Cédigo Completo

remover.c — auxiliar + casos 1-2

No *menorNo(No *raiz){

while (raiz->left != NULL)
raiz = raiz->left;
return raiz;

}

No *remover (No *raiz, int val){
if (raiz == NULL) return NULL;
if (val < raiz->valor)

raiz->left =
remover (raiz->left,val);
else if (val > raiz->valor)
raiz->right =

remover (raiz->right ,val);
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remover.c — caso 3

else {
if (raiz->left == NULL) {
No *t = raiz->right;
free(raiz);
return t;

}

No #*suc = menorNo(raiz->right);
raiz->valor = suc->valor;
raiz->right =

remover (raiz->right ,suc->valor) ;
}

return raiz;
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Remocao — Resumo dos 3 Casos

Caso 1 (folha):

left==NULL && right==NULL = retorna NULL
Caso 2 (um filho):

left==NULL = retorna right

right==NULL = retorna left

Caso 3 (dois filhos):

Copia valor do sucessor, remove o sucessor recur-
sivamente.

Complexidade: O(h) onde
h é a altura.

Melhor caso (balanceada):
O(log V).
Pior caso (degenerada):

O(N).
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Percursos
Pré-Ordem, Em-Ordem e Pds-Ordem




Os 3 Percursos em Arvore Binéaria

= Pré-Ordem (RED) = Em-Ordem (ERD) » P6s-Ordem (EDR)

Raiz — Esq — Dir Esq — Raiz — Dir Esq — Dir — Raiz
Visita raiz antes dos filhos. Visita raiz entre os filhos. Visita raiz depois dos filhos.
Util para: copiar/serializar, Resulta em sequéncia ordenada Util para: deletar a arvore,
expressoes prefixadas. crescente (ABB). expressdes posfixadas.

24

OIS,
O @ @ @

Pré: 24,15,9,20,35,32,39 Em: 9,15,20,24,32,35,39 Pés: 9,20,15,32,39,35,24
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Percursos — Codigo dos Trés
percursos.c = Saidas para a arvore exemplo

void preOrdem(No *raiz) { .
if (raiz == NULL) return; Pré-Ordem (RED) :
printf ("%d ", raiz->valor); 24 15 9 20 35 32 39

preOrdem(raiz->left);

preOrdem(raiz->right); Em-Ordem (ERD) -- ORDENADO:
} 9 15 20 24 32 35 39
void emOrdem(No *raiz) { S dlen (FRE)

if (raiz == NULL) return;

emOrdem (raiz->left) ; 9 20 15 32 39 35 24

printf ("%d ", raiz->valor);
emOrdem (raiz->right) ;

}

void posOrdem(No *raiz) { Em-Ordem em uma ABB sempre produz os ele-
if (raiz == NULL) return; mentos em ordem crescente. Use para imprimir
posOrdem (raiz->left); todos os valores ordenados.
posOrdem(raiz->right) ;
printf ("%d ", raiz->valor);

}
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Visualizacao dos Percursos

Pré-Ordem Em-Ordem Pés-Ordem
ey @ @
24 24 24

@ ©)
G ) %) %)
5(3) @@ ®0 0()® @ E®o 0(6)®®E® o
@ ©® S © @ 6

24,15, 9, 20, 35, 32, 39 9, 15, 20, 24, 32, 35, 39 9, 20, 15, 32, 39, 35, 24
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Implementacao Completa

Imprimir e Menu interativo




Impressdo Visual da Arvore
imprimir.c — exibigdo rotacionada = Saida p/ a arvore exemplo

39
35
void imprimir (No *raiz,int nivel) { 32
if (raiz == NULL) return;
imprimir (raiz->right ,nivel + 1); 24
for (int i = 0; i < nivel; i++) 20
printf (" ) g
printf ("%d\n", raiz->valor); 15
imprimir (raiz->left ,nivel + 1); 9

Gire o terminal 90° no sentido anti-hora-
rio: o texto representa a arvore de cima
para baixo, com a raiz a esquerda.
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Menu Interativo

void menu(void) {
printf ("\n=== ABB ===\n");
printf("1. Inserir\n");
printf ("2. Buscar\n");
printf ("3. Remover\n");
printf ("4. Pré-Ordem\n");
printf ("5. Em-Ordem\n") ;
printf ("6. Pés-Ordem\n");
printf ("7. Imprimir arvore\n");
printf ("8. Altura\n");
printf ("9. Sair\n");
printf ("Opgdo: ");
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Menu Interativo — main.c

int main(void) {
NULL ;
val;

No *raiz =
int op,
do{
menu () ;
scanf ("%d", &op);
switch (op) {
case 1:
printf ("Valor: ");
scanf ("%d", &val);
raiz = inserir(raiz, val);
break;
case 2:
printf ("Valor:
scanf ("%d4d", &val);
if (buscar(raiz, val))
printf ("Encontrado!\n");
else
printf ("Ndo existe!\n");
break;

) g

main.c — continuacao

printf ("Valor:
scanf ("%d4d",
raiz =
val) ;
break;
preOrdem(raiz);
printf ("\n");
emOrdem (raiz) ;
printf ("\n");
posOrdem(raiz) ;
printf ("\n");
imprimir (raiz,
break;
case 8:
printf ("Altura: %d\n",
altura(raiz));
break;
}
} while (op !=
return 0;}
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0);

™) 8
&val) ;
remover (raiz,

break;
break;

break;
0);



Complexidade

ABB vs. outras estruturas




Resumo de Complexidade
Busca Insercao Remocao Ordenacao

Vetor n3o-ordenado O(N) Oo(1) O(N) O(Nlog N)
Vetor ordenado O(log N) O(N) O(N) O(1) (j4 ordenado)
Lista encadeada O(N) Oo(1) o(1) O(Nlog N)

ABB balanceada O(log N) O(log N) O(log N) O(N)
ABB degenerada O(N) O(N) O(N) O(N)

Inserir chaves ja ordenadas (ex.: 1, 2, 3, 4...) degenera a arvore numa lista encadeada de altura N — 1.
Solucdo: arvores auto-balanceadas (AVL, Rubro-Negra).
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Arvore Degenerada vs. Balanceada

Inserindo 10, 20, 30, 40, 50 em ordem:
Degenerada (h = 4) Balanceada (h = 2)

2, ST
VS. (10) (50)

@ busca = O(3)

busca = O(5)

Préximos passos

Para garantir O(log N) em todas as operacdes independente da ordem de inserc3o: Arvore AVL (rotagdes
simples/duplas) ou Arvore Rubro-Negra (usada no std: :map do C++).

ED - ESP412 Prof. Ana Carolina Sokolonski 32 /38



Exercicios
Pratique!




Exercicios Propostos

= Exercicio 1 — Construcao

Insira a sequéncia {40, 20, 60, 10, 30, 50, 70} em uma ABB inicialmente vazia. Desenhe a
arvore resultante e escreva os trés percursos: pré-ordem, em-ordem e poés-ordem.

= Exercicio 2 — Remocao

Na arvore do Exercicio 1, remova os nds 10 e depois 40. Para cada remoc3o, identifique o caso
aplicado (1, 2 ou 3) e desenhe a arvore resultante.
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Exercicios Propostos

= Exercicio 3 — Cédigo
Implemente: [ERANIONASIIINEEIGCIESIN que retorna o ndmero de nés folha (sem filhos).
)RR CIWFRCA 1eft == NULL && right == NULL §

= Exercicio 4 — Desafio

Implemente [ERARYVNCIIQICHESAER A hh:BEE R Al SON ue verifica se uma arvore bindria é
uma ABB valida usando os limites [min, max| para cada né. Como chamaé-la inicialmente?
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Exercicio — Trace na Arvore

Dada a ABB ao lado, responda:

@ Escreva o percurso em-ordem. Q @

® Qual a altura da arvore?

©® Remova o né 37. Qual caso? Qual e @ @ @
é o0 seu sucessor in-ordem? @

@ Insira 28. Desenhe a posicdo final.

Gabarito (em-ordem):

5, 12, 18, 25, 30, 34, 37, 42
Em-ordem: percorra E —4 R — D e anote. Altura: 3 Sucessor de 37: 42
Altura: maior caminho raiz — folha em ares-

tas.
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Fim da Aula 9

Duvidas e proximos passos




Proxima Aula e Referéncias
= Préxima aula |« Resumo

® Arvores AVL: balanceamento automatico ® ABB: busca/insercio/remocio em

O(h)
® Balanceada: h = O(log N)

® Rotacdes simples e duplas

® Fator de balanceamento

L ® Em-ordem = sequéncia crescente
® Aplicacdes: std::map e std::set do q

CH++ ® 3 casos de remocao: folha, 1 filho, 2
filhos
® CORMEN et al. Introduction to Dividas?
Algorithms, 4.t ed. Cap. 12. carolsoko@ifba.edu.br
o TENENBAUM et al. Estruturas de Dados IFBA — Campus Feira de Santana

nsando C Can K
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