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Motivacao e Definicao

Minimum Spanning Tree — MST




Por qué Arvore Geradora Minima?
= Problema real

Uma empresa precisa cabrear n escritérios com fibra ép-

tica. Existem possiveis conexdes diretas entre pares de Grafo com custos de conexdo
escritérios, cada uma com um custo. Como conectar to-

dos os escritorios gastando o minimo total de cabo?

= Aplicacoes

® Redes de telecomunicacdo e energia elétrica 8
® Pipelines de 4gua/gés 10 2
® Agrupamento (clustering) em aprendizado de @
maquina

Arestas em verde = MST custo total = 10
® Roteamento em redes broadcast

® Aproximacdo do Problema do Caixeiro Viajante
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Definicao Formal de MST
= Grafo de entrada = Propriedades importantes

Seja G conexo e ponderado,G = (V, E, w)
V = conjunto de vértices

E = conjunto de arestas (ndo-dirigidas) ® Se todos os pesos s3o distintos, a MST é
w: E — R = funcdo de peso unica

= Arvore Geradora ® Se pesos se repetem, pode haver

U sultmalio T /5 il que multiplas MSTs com mesmo custo

T conecta todos os vértices de V/, sem ciclos. ® Remocdo de qualquer aresta de T*
|T| =|V|—1 arestas desconecta o grafo

= Arvore Geradora Minima » Propriedade do corte

A arvore geradora T* que minimiza:

® Uma MST sempre existe se G for conexo

Para qualquer corte (S, V'\ S) do grafo, a aresta
Z ) de menor peso que cruza o corte pertence a

’ alguma MST. Esta propriedade fundamenta os
algoritmos gulosos.

w(T*) =
(u,v) € T*
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Algoritmo de Kruskal

Arestas em ordem crescente de peso




Kruskal — Estratégia Gulosa
= ldeia central
= Complexidade

Ordenar todas as arestas por peso crescente. Per-
® Ordenacdo das arestas: O(E logE)

correr a lista e, para cada aresta (u, v):

Aceitar: se u e v estdo em componentes distintos
(ndo forma ciclo). ® Union-Find com compressdo e rank:
Rejeitar: se u e v j& estdo no mesmo componente O(E - a(V)) ~ O(E)

(formaria ciclo). -
® Total: O(ElogE)

= Pseudocaddigo equivalente a O(E log V)

2
Entrada: G = (V, E, w) conexo n3o-dirigido pois E <V

1. Ordenar E por peso crescente = Quando usar?
2. Inicializar Union-Find com |V/| componentes .

3. Para cada (u,v) € E (em ordem): Kruskal é eficiente para grafos esparsos (E <

se FIND(u) # FIND(v): V?). A ordenagio domina o tempo total. Muito

Adicionar (u,v) a8 MST usado quando as arestas ja chegam ordenadas ou
UNION(u, v) sdo poucas.

4. Retornar MST
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Kruskal — Passo a Passo

Arestas ordenadas: (2,3):1 (1,3):2 (4,5):2 (1,2):4 (2,4):5 (3,4):8 (3,5):10

Aresta ‘ Peso ‘ Acao ‘ Custo MST

A~~~ o~
w = e =
AR N O W W

—_ — — D D T

o B~ NN

8

Aceita
Aceita
Aceita
Ciclo!
Aceita

(pronto)

MST = {(2,3),(1,3),(4,5),(2,4)}
Custo total = 10

ED - ESP412

1
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10 2 passo 3

P
) passo 5
passo 5

Tracejado = aresta rejeitada (formaria ciclo)
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Estrutura Union-Find

Deteccao eficiente de ciclos




Union-Find — Conjuntos Disjuntos

Estrutura de dados para gerenciar uma colecdo de con-

juntos disjuntos. Suporta duas operacdes: Evolucao dos componentes em
o EFEECIN: rctorna o representante (raiz) do Kruskal

conjunto de x Inicial: @ @ @ @ @
- .
. une os conjuntos de x e y \
JOXOLOIONO,

= Duas otimizacoes essenciais +(1,3): @‘@ﬁ@ @ @

1. Compressdo de caminho: em [FEEEeY, aponta todos

os nés diretamente para a raiz. +(4,5): @_,@ @ 4 N2

5)
2. Uniao por rank: sempre anexa a arvore menor sob a
maior. Garante altura O(log n).

‘

Com ambas: operagdes em O(a(n)) ~ O(1).
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Union-Find — Implementacao em C

#define MAX 100
int pai[MAX], rank[MAX];

void inicializar (int n) {
for(int i=0; i<n; i++){
pailil = ij;
rank [i] 0;

© ® N oA W N R

}

int find(int x) {
if (pail[x] != x) pailx]=find(pailx]);
return pailx];

}

void unite(int x, int y) {
int rx = find(x), ry = find(y);
if (rx == ry) return;
if (rank[rx]<rank[ry]l) pailrxl=ry;
else if (rank[rx]>rank[ry]) pailryl=rx;
else {pailry] = rx; rank[rx]++;}
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Algoritmo de Prim

Crescimento vértice a vértice




Prim — Estratégia Gulosa
= ldeia central = Complexidade

Cresce uma (nica arvore a partir de um vértice
inicial. Em cada passo, adiciona a aresta de menor
peso que conecta um vértice dentro da arvore a e Com fila de prioridade + lista: O(E log V)

um vértice fora dela.
® Com Heap de Fibonacci: O(E + V'log V)

= Pseudocddigo
1. chave|v] < oo para todo v; chave[s] + 0 = Kruskal vs Prim

2. Inserir todos os vértices na fila de prioridade
3. Enquanto fila n3o vazia:
u < ExtractMin(fila) pequeno)
Para cada vizinho v de u: ® Prim: melhor para grafos densos (E ~ V/?)
se v ¢ MST e w(u,v) < chave|v]:
chavelv] «+ w(u, v)
pailv] + u

e Com vetor simples (adjacéncia): O(V?)

e Kruskal: melhor para grafos esparsos (E

® Ambos produzem uma MST (possivelmente
diferente se houver empates de peso)
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Prim — Passo a Passo (inicio no vértice 1)

1

Passo ‘ 1 2 3 4 5 ‘ Adicionado
Inicial | 0 oc© oo o0 o0

1 - 4 2 o o©

2 -1 - 8 10

3 - - — 5 10

4 - - - = 2

(3,2):1 5
(2,4):5
(4,5):2

10

vértice 1 4 ﬂ

(1,3):2 Q 5
8
©)

chave[v]|: menor peso de aresta que conecta v

a arvore.

Mesma MST que Kruskal (pesos distintos)

MST: {(1,3),(3,2),(2,4), (4,5)}, custo = 10
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MST vs Caminho Minimo

S3o objetivos diferentes!




MST # Caminho Minimo
= Confusao frequente Quando a aresta mais curta NAQ esta na MST

MST e caminho minimo usam a mesma estrutura e
(grafos ponderados) e ambos s3o gulosos, mas tém .
objetivos opostos: @y !

e mmmi) mmmmE
MST: minimiza o peso total da arvore (todos os I 1@
vértices conectados ao menor custo) @
Dijkstra/BF: minimiza a distancia de s a cada v
(caminhos individuais, ndo uma arvore global) MST AB.CD — 4

D SO EREET o MST: {AB:1, BC:2, CD:1} custo = 4

V ={1,2,3,4}, arestas:

1-2:1, 1-3:2, 2—4:10, 3—4:3, 1—4:2 e Caminho minimo A—D: A— D direto = 2

MST {(1,2)17 (1’3):27 (1’4)2} custo 5 ® Aresta AD:2 nao esta na MST pOiS
Caminho 1 — 4- 1 — 4 direto — 2 adiciona-la criaria ciclo, mas é o caminho
) mais curto!

Na MST, 1 — 4 também usa (1,4):2 = 2
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Tabela Comparativa

Caracteristica Kruskal Prim Dijkstra
Objetivo MST MST Caminho minimo
Estrutura central Union-Find Fila de prioridade Fila de prioridade

Ordem de escolha  arestas globais  arestas do corte  vértices mais préximos

Complexidade O(ElogE) O(ElogV) O(Elog V)
Pesos negativos Sim (MST) Sim (MST) N&o (Dijkstra)
Resultado |V|—1 arestas  |V|—1 arestas d[v] para cada v
Melhor para Esparso Denso Fonte Gnica
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Tabela Comparativa

Quero conectar todos os vértices com
custo minimo? A arvore de caminhos minimos de Dijkstra
= Use MST (Kruskal ou Prim) a partir de s minimiza d[s — v] individu-
almente. A MST minimiza > w(T) glo-
balmente. Os dois resultados geralmente
diferem.

Minimos

Quero ir de A a B pelo caminho mais

barato?
= Use Dijkstra (ou Bellman-Ford)
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Implementacao em C

Kruskal e Prim




Kruskal — Implementacao Completa

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX 200
typedef struct{
int u, v, w;
}Aresta;
int pai[MAX], rnk[MAX];
int find(int x){
return (pail[x] == x) 7 : (pailx] = find(pailx]));

© ® N oA W N R

}

void unite(int x, int y)

int rx = find(x), ry find (y);

if (rx == ry) return;

if (rnk[rx] < rnk[ryl) pailrx] = ry;

else if (rnk[rx] > rnk([ryl) pailryl = rx;
else { pailryl] = rx; rnk[rx]++; }

cmp (const void *a, const void *b){
return ((Arestax*)a)->w - ((Aresta*)b)->w;
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Kruskal — Implementacao Completa

int kruskal (Aresta arestas[], int E, int V) {
gsort (arestas, E, sizeof (Aresta), cmp);
for(int i=0; i<V; i++) {
paili]l = i; rnk[i] = 0;
}
int custo = 0, cnt = 0;
for(int i=0; i<E && cnt<V-1; i++){
int u = arestas[i].u, v = arestas[i].v;
if (find(u) != find(v)){
unite (u, v);
printf ("MST: (%d,%d) peso %d\n", u, v, arestas[il].w);
custo += arestas[i].w; cnt++;

}

return custo;
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Prim — Implementacdo O(V?)

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
#define MAX 100
#define INF INT_MAX
int G[MAX][MAX];

int minChave (int chave[], int inMSTI[], int V) {
int min = INF, idx = -1;
for (int v = 0; v < V; v++)
if (!inMST[v] && chavel[v] < min) {
min = chavel[v];
idx = v;

© ® N oA W N R

is
return idx;
}
int prim(int V) {
int chave [MAX], pai[MAX];
int inMST [MAX];
for (int i = 0; i < V; i++) {
chave[i] = INF; inMST[il]
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Prim — Implementacdo O(V?)

chave [0] = 0;
int custo = 0;

pai [0]

for (int cnt = 0; cnt < V-1; cnt++) {
int u = minChave (chave, inMST, V);
inMST [u] = 1;
for (int v = 0; v < V; v++) {
if (G[ul[v] && 'inMST[v] && G[ul[v] < chavelv]) {
chave[v] = G[ull[v];
pailv] = u;

© ® N oA W N R

}
(int v = 1; v < V; v++) {
printf ("MST: (%d,%d) peso %d\n", pailv], v, chavelv]);

custo += chavel[v];

return custo;
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Exercicios

Pratique os algoritmos




Exercicios

® Trace manual (Kruskal): Aplique o algoritmo de Kruskal no grafo abaixo.
Mostre a lista de arestas ordenadas, qual Union-Find aceita/rejeita e o custo total
da MST.
Arestas: (A, B):3, (A, C):1, (B,(C):2, (B,D):4, (C,D):6, (C,E):5, (D,E):2

® Trace manual (Prim): Aplique o algoritmo de Prim no mesmo grafo, partindo
do vértice A. Monte a tabela de chave|v] e pai[v] a cada passo. Verifique se a
MST obtida tem o mesmo peso total que no exercicio anterior.

©® Implementacao: Adapte o cédigo de Kruskal para imprimir a lista de arestas da
MST na ordem em que foram adicionadas e o custo total. Teste com o grafo da
Aula 15 de Caminhos Minimos.

® Analise: Dado o grafo da questdo 1, execute o algoritmo de Dijkstra a partir de
A e determine se o caminho minimo de A a E coincide com o caminho entre esses
vértices na MST. Explique a diferenca.
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Fim da Aula 15

Duvidas e proximos passos




Encerrando a Aula 15

= Resumo da aula s Proxima aula — Fluxo em Redes

® MST: conecta todos os vértices com custo L

total minimo R

e Kruskal: ordena arestas + Union-Find,
O(E log E), ideal para grafos esparsos

® Union-Find: compressao de caminho +
rank = O(a(n)) o

® Prim: cresce a arvore pelo corte minimo,
O(V?) ou O(Elog V)

¢ MST # caminho minimo: objetivos,
estruturas e resultados distintos

Redes de fluxo: capacidade e fluxo
Algoritmo de Ford-Fulkerson

Método de Edmonds-Karp (BFS + FF)
Teorema Max-Flow Min-Cut

Aplicacdes: bipartite matching,
roteamento

carolsoko@ifba.edu.br

Duvidas? Mande uma mensagem!
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