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Redes de Fluxo

Capacidade, fluxo e conservacdo




O que é uma Rede de Fluxo?
= Definicao formal

G = (V, E) dirigido, com:
Capacidade c(u, v) > 0: maximo que pode fluir pela @ 3 @
4 3

aresta (u, v)

Fonte s € V: produz fluxo
Sumidouro t € V: consome fluxo @ 1 @

Exemplo de rede de fluxo

Fluxo f(u, v): satisfaz: 3 4
® Restricio de capacidade: 0 < f(u,v) < c(u,v) @ 3 @
® (Conservacdo: para v # s, t: e s = fonte, t = sumidouro
Y fluv) =3 fv,w) , :
» ” ® Roétulos nas arestas = capacidades

® Pergunta: qual o fluxo méaximo de s

= Valor do fluxo at?

|f| = Z f(s,v) — Z f(v,s), objetivo: maximizar |f|.
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Grafo Residual

Dado um fluxo f, o grafo residual Gr = (V/, Ef) repre-
senta quanto fluxo adicional pode ser enviado. Para cada
aresta (u, v) com fluxo f(u, v) e capacidade c(u, v):

Aresta direta: capacidade residual ’
crl(u,v) = c(u,v) = F(,v) z/@“o\@ 2
2 1
1

Grafo residual apos f(s,a)=2,
f(a,c)=2, f(c,t)=2

Aresta reversa: permite “desfazer” fluxo

cr(v,u) =f(u,v) @

= Caminho aumentante 3 A
Qualquer caminho s ~~ t no grafo residual Gf com @ 5 @

¢r(u,v) > 0 em todas as arestas.

Arestas laranja = reversas (permitem cancelar

O gargalo (bottleneck) do caminho é 4§ =
min(mv)EP Cf(ua V)'
Aumentar ¢ unidades de fluxo ao longo de P gera um novo
fluxo f" = f 1 P com |f'| > |f].
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

Caminhos aumentantes iterativos




Ford-Fulkerson — Algoritmo
= Pseudocaddigo = Problema: escolha de caminho

Entrada: G = (V,E,c), s, t Ford-Fulkerson ndo especifica como encontrar
1. Para toda aresta (u, v): f(u,v) < 0 o caminho aumentante. Com DFS e capacidades

. i irracionais, pode n3o convergir. Com inteiros,
2. Enquanto existe caminho P : s ~~» t em G¢: . .p P . g
5 . convergéncia é garantida, mas pode ser lenta:
a. 0 < MmNy, v)ep Cf(”a V)

b. Para cada (u,v) € P:
F(u,v) < F(u,v) +0 @
f(v,u) < f(v,u)—9 100 100
3. Retornar f @ 1 @
= Complexidade 100 @ 100

Se capacidades sdo inteiras: termina em O(|f*])

iteragées DFS poderia usar s—u—v—t e s—v—u—>t
Cada iteracdo: O(E) para busca de caminho alternadamente:

Total: O(E - |f*])

Pode ser lento se |f*| é grande!

200 iteragdes para fluxo maximo = 200!
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Ford-Fulkerson — Trace no Exemplo

Rede:

s—a4, s—b:3, a—c:3, a—b:1 b—d:3, c—t:3, d—t:4d
It. Caminho P & ] Fluxo final (formato fluxo/capacidade)
1 s—a—c—>t 3 3
2 s—b—d—t 3 6

Nenhum caminho em Gf — fluxo maximo = 6

= Verificacao

Saida de s: f(s,a) + f(s,b) =3+3=6

Entrada em t: f(c,t)+f(d,t)=3+3=6V verde = aresta saturada ou com fluxo
Conservacao em a: 3=3+0 v

Conservacao em b: 3=3+0 v
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Edmonds-Karp
Ford-Fulkerson com BFS




Edmonds-Karp — Correcao de Ford-Fulkerson

= A ideia

Substituir a busca de caminho por BFS no grafo
residual. BFS sempre encontra o caminho mais
curto (menor nimero de arestas) de s a t. Esta es-
colha garante complexidade polinomial indepen-
dente do valor do fluxo.

= Complexidade

Numero de aumentacées: O(VE)
Cada BFS: O(E)

Total: O(VE?)

Independe do valor do fluxo!

Comparacao: DFS vs BFS em
Ford-Fulkerson

Ford-Fulkerson (DFS)

Complexidade

Edmonds-Karp (BFS)

Sempre polinomial
Converge sempre

Pode ser exponencial Pior caso

[Néo converge com irracional}lrracionais

= Por que BFS?

Com BFS, a distancia de s a cada vértice em G¢ nunca decresce ao longo das iteracdes. Isso
limita o nimero de vezes em que cada aresta pode ser um gargalo: no maximo O(V) vezes.
10 /23
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Teorema Max-Flow Min-Cut

O resultado fundamental




Cortes em Redes de Fluxo
= Definicao de Corte

Um (s, t)-corte é uma particdo (S, T) de V tal que Corte minimo no exemplo (custo = 6)

s€ Sete T. Capacidade do corte:
.
(S, T):Zc(u,v) @__:é,@

ues
veT 4

~
(soma das capacidades das arestas de S para T; ares- @ 1 co:fe"~ @
4

tas de T para S ndo contam) ,

s Teorema Max-Flow Min-Cut

Para qualquer rede de fluxo G, fonte s e sumidouro t, .
as seguintes afirmacdes s3o equivalentes:

e rmag E (S, T) =c(a,c) +c(b,d) =3+3=06=|f
f € um fluxo maximo
O grafo residual Gf nao possui caminho s ~~ t
|f| = ¢(S, T) para algum corte minimo (S, T)
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Interpretacao do Teorema

= Intuicao fisica

Imagine a rede como um sistema de canos. O
fluxo maximo que pode fluir de s a t é limitado
pela “garganta” mais estreita da rede — o corte
de capacidade minima.

E impossivel enviar mais do que a capacidade
total de qualquer corte que separa s de t.

s Corolario

Para encontrar o corte minimo apéds rodar
Edmonds-Karp:

1. No grafo residual Gr final, faca BFS de s.
2. S = vértices alcancaveis a partir de s.

3. T=V\S.

4. Arestas do corte = arestas de S para T no
grafo original.
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= Aplicacoes do teorema

Seguranca de redes: identificar enlaces criticos
(corte minimo)

Logistica: gargalo de uma cadeia de suprimen-
tos

Bipartite matching: o teorema implica o Teo-
rema de Konig

Separacao de vértices: encontrar conjunto mi-
nimo de vértices que desconecta s de t
Analise de vulnerabilidade: quais k arestas re-
mover para desconectar a rede?

= Teorema de Konig

Em grafos bipartidos:

maximo matching = minimo vertex cover
Consequéncia direta do Max-Flow Min-Cut.
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Aplicacoes

Matching bipartido e além




Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Dado grafo bipartido G = (X U Y, E), encontrar

o maior conjunto de arestas sem vértices em Grafo bipartido e sua rede de fluxo
comum (maximum matching). capacidades = 1
Exemplo: atribuir k tarefas a k trabalhadores, @
cada um com aptiddes diferentes. Fatching

~ maximo
= Reducao ao fluxo N

: D—@—L

1. Adicionar fonte s com arestas s — x;, ¢ = 1,
para todo x; € X @ |fl=3
2. Adicionar sumidouro t com arestas y; — t,
c=1, paratodo y; € Y A—1, B—2, C—3: matching de tamanho 3 = |f*|

3. Todas as arestas bipartidas: ¢ =1
4. Calcular fluxo maximo de s a t

Valor do fluxo = tamanho do matching maximo.
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Outras Aplicacdes de Fluxo

= Roteamento em redes

Determinar a largura de banda maxima entre dois [ = (11700 el ] 11 1ol b i o0 (s TTaTT 10210}

pontos de uma rede de computadores ou de trans-
porte, respeitando as capacidades de cada enlace.

O corte minimo identifica os gargalos criticos.

= Selecdo de projetos

Cada projeto tem lucro e custo de recursos. Mode-

dades de s a t com custo total minimo.

(MCMF), algoritmo de Hungarian, SPFA.

lar como fluxo encontra quais projetos maximizam  BCRS & [TD TN =T =6 [N g [ 15

o lucro liquido. Usado em financas e engenharia.

= Segmentacdao de imagem

Alocacao de tarefas: trabalhadores x tarefas
Casamento estavel: Gale-Shapley
Escalonamento: turnos x funcionérios

Pixels sdo vértices; bordas sdo arestas com peso T o .
. : . . . ransporte: origens X destinos
(diferenca de intensidade). Min-cut separa objeto

do fundo. Base de algoritmos como GrabCut.
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Extensdo: cada aresta tem capacidade e custo
por unidade. Objetivo: enviar exatamente f uni-

Algoritmos: Bellman-Ford sobre o grafo residual
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Implementacao em C
Edmonds-Karp: BFS + Ford-Fulkerson




BFS para Encontrar Caminho Aumentante

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <limits.h>
#define MAX 200 while (ini < fim){
int u = fila[ini++];

int cap[MAX][MAX]; for(int v = 0; v < V; v++){

if (!visitado[v] && capl[ul]lv] >
int pai[MAX]; 0){
int visitado [MAX]; visitado[v] = 1; pailv] = u;

if (v == t) returm 1;

fila[fim++] = v;
int bfs(int s,int t,int V){ }
memset (visitado ,0,sizeof (visitado))
; }
memset (pai, -1, sizeof (pai)); return O;
int fila[MAX], ini = 0, fim =
visitado[s] = 1; filal[fim++]

ED - ESP412 Prof Ana Carolina Sokolonski



Edmonds-Karp — Algoritmo Principal

int edmondsKarp(int s, int t, int V) {
int fluxo_total = 0;

while (bfs(s, t, V)) {

int delta = INT_MAX;
for (int v = t; v != s; v = pailv]) {
int u = pailv];
if (capl[ull[v] < delta) delta = caplullv];

© ® N oA W N R

}

for (int v = t; v != s; v = pailv]) {
int u = pailv];
cap[ul [v] -= delta;
cap [v] [u] += delta;
}
fluxo_total += delta;
printf ("Aumentag8o: delta=%d,fluxo_total=%d\n",delta,fluxo_total);
is
return fluxo_total;

}
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Exercicios

Pratique fluxo em redes




Exercicios

® Trace manual (Edmonds-Karp): Aplique o algoritmo de Edmonds-Karp (use BFS
para cada caminho aumentante) na rede abaixo. Mostre o grafo residual apds cada
iteracdo e identifique o corte minimo ao final.
Arestas: s—u:b, s—v:id, u—v:3, u—t:3, v—t:5

® Corte minimo: Dado o grafo do exercicio 1, identifique todos os cortes (s, t) e
suas capacidades. Qual é o corte minimo? Verifique que seu valor coincide com o
fluxo maximo encontrado.

©® Matching bipartido: Monte a rede de fluxo equivalente ao grafo bipartido X =
{P,Q,R}, Y = {1,2,3,4}, arestas: P—1, P—3, Q—2, Q—3, R—2, R—4.
Execute Edmonds-Karp e determine o matching maximo.

O Implementacao: Adapte o cédigo de Edmonds-Karp para também imprimir as
arestas do corte minimo ao final. Dica: ap6s a Ultima BFS, vértices alcancéveis a
partir de s formam S.
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Fim da Aula 16

Duvidas e proximos passos




Encerrando a Aula 16
= Resumo da aula = Préxima aula — Programacao
Dinamica
[ J

Rede de fluxo: capacidades, conservacao,

valor |f| ® Subestrutura 6tima e sobreposicio de

* Grafo residual: arestas diretas (c — f) e subproblemas

reversas (f) ® Memoizac3o vs tabulac3o

¢ Ford-Fulkerson: caminhos aumentantes, (top-down/bottom-up)

O(E|f*]) ® Longest Common Subsequence (LCS)
* Edmonds-Karp: BFS garante O(VE?), * 0/1 Knapsack
independente do fluxo
¢ Max-Flow Min-Cut: |f*| = ¢(S*, T*), trés
condicdes equivalentes

¢ Bipartite matching: reducdo em O(1), carolsoko@ifba.edu.br
fluxo resolve em O(VE)

® Edicdo de distancia (Levenshtein)

Duvidas? Mande uma mensagem!
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